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Chercher  le  volume  d'un  corps  c'est  chercher  combien  de  fois  il 
contient  un  autre  corps  lequel  est  pris  pour  unité  de  volume  et  qui 
est  un  cube  dont  le  côté  est  l'unité  de  longueur — Delà  vient  l'expres- 
sion "  cuber  un  corps.  " 

n  est  facile  de  trouver  la  solidité  d'un  cube  dont  le  côté  est  dif- 
férent de  l'unité. 

On  démontre  avec  autant  de  facilité  qu'un  parallélipipède  rec- 
tangle et  droit  est  égal  au  prodidt  continu  des  2  dimensions  de  sa 
base  et  de  sa  hauteur. 

Quoique  ce  soit  un  peu  plus  long,  on  démontre  aisément  qu'un 
prisme  triangulaire,  et  par  suite  qu'un  prisme  quelconque  est  égal  au 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Au  contraire  quand  il  s'agit  des 
corps  non-prismatiques,  les  démonstrations  sont  longues  et  difficiles 
et  les  formules  qui  donnent  le  volume  de  ces  solides  sont  très  variées 
et  d'une  application  souvent  peu  aisée.  La  raison  de  cette  différence 
vient  de  ce  que  les  prismes,  ayant  une  grosseur  uniforme,  peuvent  se 
décomposer  en  tranches  égales  superposées  et  qu'ainsi  on  peut  les 
considérer  comme  formés  par  la  trace  d'une  de  ces  tranches  se  mou- 
vant parallèlement  à  elle-même. 

Dans  les  autres  corps,  si  on  les  suppose  engendrés  par  le  mouve- 
ment d'une  tranche,  à  hauteur  infiniment  petite,  cette  tranche  ne 
reste  pas  constamment  la  même  ;  elle  varie  en  grandeur,  et  cette  va- 
riation n'est  pas  la  même  pour  tous  les  corps. 

Voyons  un  peu  comment  se  fait  cette  variation. 

Je  prends  une  suiface  plane  à  contours  définis  ;  je  fais  mouvoir 
cette  surfaci»  parnllèferaent  à  elle-même,  et  d'iin  mouvement  uni* 
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forme,  de  Boi-te  que  un  point  quelconque  de  cette  surface  décrive, 
dans  ce  mouvement,  une  ligne  droite  ;  J'obtiens  un  priame. 

Mais  je  reprend»  Texpérienco  ci-dessus,  avec  les  mêmes  précau- 
tions ;  seulement  je  m'an'ange  pour  que,  à  intervalles  de  temps 
égaux,  la  suiface  diminue  ou  augmente  dans  le  même  rapport  soit 
géométrique  soit  arithmétique.  Ainsi  v.  g.  je  suppose  que  dans  la 
seconde  position  le  plan  générateur  ait  diminué  de  i,  relativement 
à  ce  qu'il  était  dans  la  première  position  ;  que  dans  la  cinquième  po- 
sition, il  ait  diminué  de  i  rclativemant  à  ce  qu'il  était  dans  la  qua- 
trième position.    En  d'autres  termes,  je  suppose  que  la  suri'ace  du 

plan  soit  exprimée  par  A  dans  la  ière  position  et  par  -r-  dans  la  2de 

9  A 
position  et  par  -^  dans  la  Sine  position  et  ainsi  de  suite. 

Faisons  une  autre  application  et  exprimons  par  A  la  surface  du 
plan  dans  la  1ère  position  et  supposons  qu'elle  diminue  de  b  à  chaque 
nouvelle  position, 

dans  la  2me  position,  la  surface  du  Plan  sera  A  —  b 
"      3me  "  "  "  A  — 2  b 

«      4TOe         "  "  "  A  — 3  b 

jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  A  —  nb  =  0. 

Ce  qui  est  clair  c'est  que  j'obtiendrai  un  solide  différent  suivant 
la  variation  du  plan  générateur  ;  mais  il  est  également  clair  que,  avec 
un  plan  déterminé  variant  dans  un  rapport  iixé,  et  à  des  intervalles 
ou  distances  spécifiés,  je  ne  pourrai  obtenir  qu'un  seul  et  même  corps 
et  cela  toutes  les  fois  que  je  me  poserai  les  mêmes  conditions,  i~e,  la 
même  loi. 

Donc,  réciproquement,  dans  un  coi-ps  en  particulier  v.  g.  une 
sphère,  un  ellipsoïde,  la  surface  a  des  sections  équidistantes  et  paral- 
lèles varient  suivant  une  certaine  loi. 

Maintenant  quelle  est  cette  loi  ?  J'ai  supposé  qu'une  surface,  une 
tranche,  était  exprimée  en  fonction  de  la  voisine  ;  mais  il  vaut  mieux 
exprimer  le  terme  général  qui  les  représente  toutes  et  chacune  en 
particulier,  de  même  qu'au  lieu  de  dire  qu'un  terme  x  d'une  progres- 
sion géométrique  est  égal  au  terme  précédent  multiplié  par  le  rap- 
port p,  on  préfère  exprimer  le  terme  général  en  fonction  du  premier 


terme  a  et  dire  x=  ap 


n-1 


Or  pour  les  solides  en  question  le  choix  de  la  variable  est  facile 
à  faire,  et  il  est  tout  naturel  d'exprimer  une  surface  quelconque  en 
fonction  de  sa  distance  à  une  des  2  bases  parallèles.— Cette  variable 
aura  un  coefficient  et  un  exposant  et  l'expression  aura  un  ou  plu- 
siiMHs  k'init's. 
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JnsquUci  les  mots  tranches  et  surfaces  ont  été  employées  indistinc- 
tement, parce  qu'on  peut  se  représenter  une  surface  comme  une 
tranche  d'une  épaisseur  infiniment  petite.  D'ailleurs  dans  un  instant 
toute  confusion  sera  écartée. 

Je  dis  donc  que  le  terme  général  représentant  les  surfaces  •  sera 

une  expression  de  lu  forme  s  =  Ax°*+  Cx  "  +  Dx  P 

Avec  ces  données,  j'essaye  de  cuber  un  corps  non-prismatique  P,  de 
hauteur  H,  et  dont  les  bases  B  inférieure^  et  B'  supérieure  sont  pa- 
rallèles. 

'  > 

Pour  ramener  ce  cas  à  l'évalMation  d'un  prisme,  il.  faut  se  rappe- 
ler que  ce  corps  P  peut  être  supposé  engendré  par  un  plan  B  se  mou- 
vant d'une  extrémité  de  H  à  l'autre. 

En  d'autres  termes  je  partage  H  en  n  parties  indéfiniment  petites 
et  par  les  points  de  division  je  mène  (w-1)  plans  et  sur  ces  (n-1)  sec- 
tions ainsi  que  sur  la  base  B'  je  construis  n  prismes.  Or  il  est  très 
aisé  de  démontrer  que  plus  n  augmente,  plus  la  somme  des  n  prismes 
approche  du  volume  P.  qui  en  est  conSéquemment  la  limite  :  car  l'er- 
reur peut  être  rendue  aussi  petite  que  l'on  veut. 

H 

Tous  ces  prismes  auront  une  hauteur  commune  h  = — et  chacun 

n    , 

aura  pour  solidité  le  produit  de  h  par  une  des  bases,  disons,  par  la 


base  supérieure.    Je  désigne  par  »,  s',  s", s 


(n-1) 


ces 
différentes  bases  supérieures  des  prismes,  en  commençant  par  la  plus 

voisine  de  B.  jusqu'à  la  base  B'  =  s  '""  '  par  convention. 
Donc  le  volume  de  P  sera  exprimé  par 

P=hs  +  hs'  +  hs"  + +  hs^""^) 

ou  bien 

(n-ï) 


=-1 


s  +  s'  +  s"  + 


+  s 


ou  encore  en  disposant 
verticalement  les  ter- 
mes dans  la  parenthèse 


h     X 


s 

s' 

s" 


,  (no-1) 

mais  le  terme  général  de  la  valeur  des  s,  en  fonction  de  la  distance 
de  chaque  surface  à  la  base  B'  est 

"^+  Cx^  +  DxP  + 


=  Ax 

a  pari  s'  =  A  S, 
a"  =  A  x„ 


+  Cx,"  +  Dx,P  4- 


m 


Cx„"  +  Dx„ 
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Remplaçant  donc  tous  les  s,  s',  »"  etc.,  par  ces  expressions  on 


aura 


P=hx  i 


Ax™  +  Cx°  +   D  X  P  +. 
Ax,'"+Cx,"  +    Dx,  P+, 

+        '        +  '  + 


Ax 


m 


+  Cx"  + 


Dx  P  + 

(n-1)       (n-1)         (n-1) 

Reste  à  additionntn'  tons  les  termes  en  dedans  de  la  parenthèse  ; 
et  pour  plus  do  facilité,  je  commence  par  la  première  rangée  verti- 
cale, reufennant  les  termes  ayant  pour  coefficient  A  et  pour  exposant 
m. 

La  distance  entre  deux  surfaces  voisines  étant  la  même  ou  A,  et  x 
appartenant  à  la  surface  «  voisine  de  B,  cet  x  égale  H  -  h.    Par  la 
même  raison  x,  appartenant  à  s'  voisine  de  s,  cet  x,  égale  (H  -  h)  - 
h=H  — 2  h  et  ainsi  de  suite  x„  =  H  — 3  h  et  enfin  x  /n.i\=H  — nh. 

Conséquemment 

m         1  f..  m 

m  _  m 


A  X 
A  X, 

Ax»"^ 

< 


A  X 


m 


=  A 


x,/ 


m 


(n-1) 
Or  (H-h)""  égale 
f  H  >"-  mh  H"»-l 


m 

< 

< 
m 


(n-1, 


=  A   X    ^ 


(H-b) 

(H-2h) 

(H-3h) 


m 
m 


m 


(H  -  nh) 


m 


m  (m-1)  ^  2  jj  m-8 \ 
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Le  développement  des  autres  binômes  ne  diffère  de  celui-ci  qu'en 
ce  qu'il  faut  remplacer  h  par  2/t,  ensuite  h  par  3h,  tout  le  reste  étant 
le  même  pour  tous.  Pour  simplifier  je  remplace 
m  (m-1) 

1,2 

b  c 

La  Somme  cherchée  devient  donc 


m, 
a 


m(m-l)(m-2)    ^^^ 
1.2.3  ^ 
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expressions  on 


J 
la  parenthèse  ; 
rangée  verti- 
pour  exposant 

ème  ou  h,  et  x 
H -h.    Parla 
taie  (H  -  h)  - 
)=H-nh. 


h)  ^ 

2h)°» 


nh) 


m 


•) 


;elui-ci  qu'en 
B  reste  étant 


• 

+ 
-1- 

4  2"' 

m  ' 
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Ici  les  termes  des  colonnes  verticales  sont  semblables  et  il  n'y  a 
plus  qu'à  prendre  la  somme  des  coefficients,  qui  ne  sont  autres  quu 
les  puissances  successives  do  la  suite  naturelle  des  nombres  de  1 

Jusqu'à  n  1  Je  les  indique  s.° 


,  s"  ,  8°  ,  l'indice  1, 8,  3. 
2      3 


indiquant  le  degré  de  la  puissance  à  la*queUe  les  nombre  1,  2,  3,  4.... 
n  sont  élevés. 

Arec  ces  notations  la  somme  cherchée  est 


1- 


H" -SI 


°ahH"»*^  +8"bh*H™-2 


^S^h""! 

m  I 


.m4-l 


1»  -- 


mais  en  général  S    =  m  + 1  avec  une  suite  de  termes  renfermant 
m 

1 

les  puissances  décroissantes  de  n  ;  or  dans  le  cas  actuel,  h  s:*^  ,  et  n 

sœ  ,  et  il  suiflt  de  prendre  le  terme  en  (  n  '^  '''  '  )  qui  est  véritable- 


ment la  limite  de  S  'ce  qui  donne, 
A  <n.H"-:!L.ahH™*^+^ 


jn.H--ÎL 


bh'^H"-^ 


+  m  +  1 

— n m 

m  +  1  *» 


nA 


Faisant  passer  n  hors  de  la  parenthèse. 

,m-2 


Cijm     a^ 


n  h  H  ^-^    .    b  „2  ï,2  H* 
+  _n    h 


.m  uUi 


—    m  +  1 


Mais  nh  =  H,  n      h      = 


2  _  H  2 


H.   H 
La  somme  revient  donc  à 


m-1  _ 


=   H  ™  et  H  ^   X 


comme  aussi 
jjm.2  ^  g 


S.lmambm                          .1  m) 

+  _H H      H-H     ■*■  H      \ 
1                2            3                                 ~  m  +  1  ^ 


Comme  on  se  le  rappelle  les  numérateurs    1 


m. 


1  ne  sont  que  les  coefficients  du  binôme  (H-h)    '  '  on 


xm, 


sait  que  la  somme  algébrique  de  ces  co-efflcients  pour  (H-h)"*'  égale 
zéro  ;  mais  quelle  est  leur  somme,  lorsqu'ils  ont  été  divisés,  comme 
ci-dessus,  par 
1,2,3,4,    m+1 

Rappelons-nous  que  dans  cet  (m  +  1),  m  est  rigoureusement  le 
même  que  l'exposant  de  h,  et  non  pas  de  H.    Quand  l'exposant  m, 


K<»lt,U(;tiK  lïlkUfcitMÊiKKjLK 


m 


dam  h       eat  le  même  que  celui  de  H,  dan*  H     *  i-e  quand  la  puia> 
■ancodévelopi)ée  est  entière  et  positive,  on  démontre  qne  la  •omme  al* 

gébrique  dei  co'cfflcientt  aiiui  divines  égale  + 


1 


m  ■»-  1 


En  conséquence  de  la  similitude  des  teimei», 


nA 


Ir. 


m 


a      m 
-g-H 


3 


-H 


m 


m 


VlH^p" 


t» 


m  +  1 


Donc  la  somme  des  termes  de  la  première  rangée  verticale 


m 


A  X  •"  +  A  X, 


m 


"  *       m  +  1 


H 


m 


Je  remarque  le  co-efflcient  A  ainsi  que  l'exposant  m  paraissent 
dans  les  doux  membres  de  Téquation  et  j'en  conclus  qu'il  en  serait  de 
même  si  au  lieu  de  ^  et  m  J'avais  C  et  n  ou  bien  D  et  j> 

D'ailleurs  la  seule  restriction  apportée  pour  arriver  à  faire  la 
somme  ci-dessus  c'est  que  la  puissance  soit  entière  et  positive.   Donc 

Je  puis  remplacer  m,  n,  p  pour  les  nombres  0, 1,  S,  3, 4 ,  et  ainsi 

lorsque  la  loi  régissant  les  «  sera  exprimée  par 


8=  Ax  °  +  Cx  ^  +Dx  *  + 
le  volume  sera  représenté  par 


Ex 


+Ux 


m 


•=hxjin-î*« 


n 


1  +  1 


-CH 


1 


_JL_DH  * 
2  +  1  + 


m 


^,  UH""/ 


Faisant  passer  n  hors  de  la  parenthèse  et  comme  n  h  =  H,  J'ob- 
tiens  enfin 


-Hx  j 


A    + 


-H  + 


4«* 


U 


m 


2  3  m+ 1  > 

Telle  est  la  formule  qui  donne  le  volume  d'un  corps  dans  lequel 
les  Biufaces  des  sections  équidistantes  et  parallèles  aux  bases  sont 
régies  par  une  loi  dont  le  terme  général  serait 

S  =  A+Cx  +  Dx^+   +   Ux" 

J'appelle  cette  formule,  formule  du  prisme  équivalent,  puis- 
qu'elle montre  que  le  corps  non-prismatique  P  est  égal  au  volume 
d'un  prisme  de  même  hauteur  H,  mais  dont  la  base 


(-^i 


H+iH^. 


U 


m+  1 


H 


m 


) 


est  une  base  moyenne  entre  toutes  les  surfaces  régies  par  s  =  A  + 

Cx  +  Dx  ^ 

Mais  il  faut  remarquer  que  rien  n'est  venu  préciser  davantage 
les  co-efflcients  indéterminés  A,  C,  D  etc,  de  sorte  que  dans  un  cas 


nAiLLAmuf:. 


I 


particulier  tl  on  voulait  trouTer  le  volume  d'uo  oorpa,  il  faudrait  dé- 
terminer les  valeur*  de  A,  de  C ,  à  mniui  de  tourner 

la  difficulté. 

Âlnii  que  noue  le  verroni  plue  tard,  dane  la  plupart  des  oaa 
pratiquée,  la  loi  qui  régit  les  sui-faces  parallèles  aux  bases  ue  ren- 

0  1  2 

z      ,  et  z     et  la  formule  du  volume  se  réduit  à 


ferme  que  z 

réduisant  les  trois  termes  au  dénominateur  6,  puis  faisant  passer 
celui-ci  hors  de  la  parenthèse,  on  a 

P=rHxfA  +  J^H+   ^H^sA  ^ffA  +  8CH  +  8DH  *) 

Puisque  la  1ère  parenthèse  renfermait  une  surface,  la  2me  doit 
en  renfermer  six  ;  voyons  ce  que  peuvent  être  ces  siz  surfaces  dans 
un  corps  quelconque. 

Il  est  naturel  de  prendre  d'abord  les  bases,  (la  loi  des  surfaces 
estS^A  *  Cx  +  Dz*') 


La  base  supérieure  =  A  car  ici  z  =  0 

la  base  inférieure  =  A  f^  C  H  +  D  H'  car  ici  x  -  H 

leur  somme  =  S  A  +  C  H  +  D  H>  et 
6A4  3CH  +  8D  H»— 2A-CH-D  H»  =4  A+2  C  H  +  D  H«  qui 

évidemment  égale  4  fois  /^A  +  0  -5_  +  D  /^-5.^  ^\  surface  de  la 

section  faite  à  mi-hanteur 

Donc  lorsque  dons  un  corps  P,  S=:  A  +  C  x  h  D  x2 

„  (B'=Ba8e  supérieure 

Pa:-^x(B  +  B'4-4  M)<B=  Base  inférieure  [hauteur. 

0  (M= Surface  d'une  section  parallèle  à  ^mi- 

Comme  cela  la  diffloùlté  est  bien  tournée  puisqu'on  évaluant,  par 
la  méthode  élémentaire,  les  surfaces  B,  B',  et  M,  je  suis  certain  de 
comprendre  les  coefficients  A,  C,  D  sans  avoir  besoin  de  les  calculer. 

Cette  formule,  comme  on  peut  s'en  convaincre,  comprend  les  cas 
où  l'on  aurait  S=A-fCx+Dx*  +Ex^  ou  bien  un  ou  plusieurs 
de  ces  quatres  termes.    Ainsi  elle  s'applique  même  aux  Prismes. 


Cette  formule  P=-5.(B  +  B'  +  4  M)  est  la  formule  stéréomé- 
6 

trique  que  M.  Chs.  Baillargé  travaille  à  vulgariser  ;  elle  a  l'immense 

avantage  de  pouvoir  remplacer  toutes  les  autres  formules  de  st^éréo- 

métrie  ;  nous  en  parlerons  plus  loin. 


'■    ) 
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fOBMOLfe  HTtatOMÊTillQnB 

NOTE  SUB 

DEUX  FORMULE  D'ALGEBRE- 


n 


m 


m  +  1 
m  +  1 


n    n 
Réellement  S_  = 


m  -f  1 


m 


m  +  1 


+  Kn      +Kln"*''+Kn 


etc. 


En  Toid  une  démonstration  élémentaire  :  elle  consiste  à  faire  la 
somme  des  puisBances  m  +  1  de  la  suite  des  nombres  naturels  1, 2, 

3,4,5, jusqu'à  n  +  1  ou  pour  mieux  dire   de  0  +  1,  1  +  1, 

2  +  1,  3  +  1,  4  +  1 jusqu'à  n  +  1  :  ce  qui  ne  change  rien 

puisque  les  2  séries  sont  égales  —  Donc  on  a 

m  +  1 


(0  +  1) 


0 


+  1 


(1  +  1)"  +  1    =  l"»  +  ^  +  (m  +  l)l""  +  (m+l)mjm-l+..+  1 

1  •• 

(2  +  1)"»  +  *   =2"»  +  *+(m  +  l)8"  +<Elll_5  2  "*■*  +  ..  +  ! 

1  •« 


([n-l]+l) 


m+l_ 


(nxl)-»  ^^^  n^  +  ^(m+l)   nmtl5  +  l>n  "^-^  + +  1 

I  •« 

Les  4  premiers  termes  de  la  1ère  colonne  verticale  étant  égaux 

aux  4  derniers  termes  de  la  2de  colonne  verticale  et  se  trouvant  dans 

deux  membres  différents,  ces  8  termes  se  détruisent  ;  on  a 

■\ 

+  1 

+  (m+l)l"»   +  <°L+ll?»  1  "»-l   +..  +  1 
1  •<« 

+  (m  +  l)2"'  +  <°LLl25  2  "»-l  +  •  +  ^ 
1  •• 


(uf  1) 


m+1  _ 


+(m+l)  n"  +  <JÎL+41H  h  "»-^  +...  +  1 
1«8 


1 


EBRE. 


m-2 

Kn        etc. 

«te  à  faire  la 

naturels  1,2, 

0  +  1,  1  +  1, 

change  rien 


+  1 

,m.l+..+  1 


+  1 


5tant  égaux 
uvant  dans 


+  1 

+  ..  +  1 

+  ..  +  1 


+...+1 


BAILLAmaf.  11' 

Maintenant  J'igonte  toutes  ces  équations  membre  à  membre 

et  désignant  par  S  °         S  *^   les  puissances  m-1,  m-8  de  la 

m-1,      m-2 

suite  des  nombres  naturels,  comme  pour  S  ^    j'obtiens 

m, 

(n+D^+^sCm  +  l)  8  ^  +  (ni4-  l)m^n  ^(m  +  l)(m)(m-l) 

m  l"*       m-1  1-     2.  3      •  —  •, 

S**  ...+n+l 
m-2 

D'où  je  tire  la  valeur  de  S** 

m 

S  ^  —     ^      f(n  +  l)^'^^  _(m+jhmg  n  _(m+l)(m)(m-l) 
m       m+lV  1  .  2      n»         1-     2.      3 

s"     ..-n-0 
m-2  / 

élevant  (n+1)  à  la  puissance  (m+1),  puis  multipliant  par 

~ facteur  du  second  membre. 

(m  ^  1), 

(a)gn^j^m+l^„m^_m  „m-l  ^     _m^gn     _m(m-l) _ 

m  2  2      m-l       2.3 

gU        n  X  1 

m-2 

A  pari,  je  conclus  que  S^       me  donnerait  des  termes  en  n  "*' 

m-1 

n  ™'  'etque  S"      me  donnerait  des  termes  en  n"*'  '  n™ 
m-2 

De  sorte  que,  réduction  faite,  et  appelant  K,  K^,  K^,  Kg,  les 

coefficients  des  termes  en  n™'  n  "^"  '  n  ™"  '  n^"  etc.  la  formule  (a) 
prendra  la  forme 

S"=5^+Kn°»  +  K,n"^-1  +  K  n^'^-etc. 
m      m+1  3 

go         2_2225£i£B*2  (a -  b)™  =  — L_     Si  m  est  entier  et  positif, 
rang  m  +  1 

Soit  un  binôme  (a-b)  à  la  puissance  m,  supposée  entière  et  posi- 
tive. 

En  faisant  le  développement  de  la  puissance  par  la  loi  du  binôme 
de   Newton,  j'obtiens   pour  coeffidents   1  — B    +  °^  ^°^  '  ^^  — 


? 
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FORMULE   STtRÉOMfiTaïQUE 


.  I 


! 


°^    1    o  '^     ®^  ^'^^  ^^  *^^  juaqu'Au  tenne  de  rang  (m  -i- 1>  qui 
sera  le  dernier. 

Je  suppose  chaque  coefficient  divisé  ensuite  par  le  nombre  ex- 
primant le  rang  qu'il  occupe,  et  je  dis  que  la  somme  de  tous  les  quo- 
i 


tients  égale  + 


m  +  J 


Les  coefficients  croissent  jusqu'au  terme  du  milieu,  puis  repa- 
raissent en  sens  inverse.  De  plus  ils  sont  alternativement  positift  et 
négatifs. 

Prenons  d'abord  le  cas  de  m  >  nombre  pair.  Le  dernier  coeffi- 
cient sera  positif  et  j'écris  les  coefficients,  de  cette  manière. 


+  1 


m   ,  m  (m-1  ) 
1  "^-ÏX" 


m  (m-1)  Cm-2). 


+  1  — 


1.     2.    3 
m  +  m(m-l>  —  m(m-t)(m-2) 


1  1.  2  1.    2.  3     

Puis  je  divise  les  premiers  par  1,  2,  3,  4  exprimant  leur  rang— — 
et  les  derniers  par  m  + 1,  m,  m-1,  m-2,  exprimant  aussi  leur  rang. 
J'obtiens 


m 
1.2 


m  (m-1). 


m 
m 


+ 


1.  2.  3 
m  (m-1)       m  (m-1)  (m-2) 


m  +  l      m       1.2m-l  1.2.3  (m-2) 

Effaçant  les  facteurs  communs,  les  termes  placés  l'un  au-dessus 

de  l'autre,  et  de  signe  contraire,  se  détruisent  tous  ;  il  reste  *• 

m  +  l 

2d  co»  ;  m  impair. — Soit  m  =  2  n  +  1.  Je  fais  les  mêmes  opéra- 
tions que  tout  à  l'heure,  mais  lo  les  termes  égaux  ne  se  détruisent 
plus,  ils  ont  même  signe  ;  2o  le  coefficient  du  terme  de  rang  n  + 1,  se 
trouvera  à  la  fin  de  la  première  ligne,  sans  quantité  correspondante 
à  la  seconde  ligne;  et3o  le  dernier  terme  de  la  puissance  sera  négatif. 

Faisant  la  somme,  j'ai 

_  _1 o_2m  .  2m(m-l)  ^  m(m-l) (m-n  + 1) 

m  +  l  2        3.3     —  2.3 (n  +  1) 

J'efface  les  facteurs  2  communs  et  j'ai 

_    1     ^  2— m  +  ™(™'^)_ m(m-l)  (m-2). . .  +  m  (m-1)... (m-n +  1; 
~  ~     *  —2.    3    (n  +  1) 


m  +  l  3  3.  4 

Les  2  premiers  termes  se  réduisent  à  + . 


1 


2m 


m  +  l     m  +  l  ' 
or  je  dis  que 
2m  _m  ^  m  (m-1  J_m  (m-1)  (m-2j +  m(m-l) . (m-n+1) 


m  +  l 


3.  4 


—  2.  3    (n  +  1) 


=Q 


^' 


.AiaoÉ. 
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La  différence  des  2  premien  égale—  EiE±> 

m  +  l 

Cette  différence  et  le  Sème  terme  donne  +  m(m-l)(m-2) 

3  (m-1) 

Cette  somme  et  le  4ème  terme  donne—  m  fm-1)  (m-2)  (m~3) 

3.  4.    (mtl) 

jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
-  m  (m-1) (m-n  +  1) 

+ 


3.4. 


(m  +  1) 


qui  est  annulé  par 


,  +  m  (m-1) (m-n  +  1) 


-  2.  3.  4.. 


n+  1> 


:  car  2  (n  f  1)  =  m  -I- 1 


Donc  la  somme  des  quotients  des  coefficients  égale  encore  f L- 

m  H 1 

•  Oe  terms  est  pntitif  o«  négatif  iniTant  que  (n  -|-  1)  eat  impair  o«  pair  ;  c'est  le 
oontraire  pour  le  terme  au-desiu«. 


S. 
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DISCUi«8I0N    DE   LA     FORMULK 


DISCUSSION  DE  LA  FORMULE. 


Question. — Quels  sont  les  corps  qui  peuvent  être  cubés  rigou- 
reusement et  d'un  seul  coup  par  la  formule  stéréométrique  Builluirgé, 


vol  = 


=^( 


B  +  B  '    +  4M]  T 


I.a  démonstration  de  la  formule  suppose  nécessairement  : 
lo  que  les  2  bases  du  solides  sont  parallèles  ;  2o  qu'un  plan 
mené  à  mi-hauteur  entre  les  bases  est  parallèle  à  ces  bases  ; 

3o  que  les  surfaces  des  bases  et  des  sections  parallèles  et  équi- 
distantes  entre  elles  sont  régies  par  une  seule  et  même  loi,  de  sorte 
que  l'on  puisse  trouver  un  terme  général  exprimant  ces  surfaces. 


n  faudra  donc  que  le  solide  à  cuber  satisfasse  à  ces  3  conditions; 
mais  en  outre  le  solide  doit  remplir  une  4ème  condition  à  laquelle 
on  arrive  en  faisant  la  démonstration  :  c'est  que  le  terme  général, 
exprimant  la  loi,  qui  régit  la  surface  des  sections,  doit  être  une  ex- 
pression algébrique,  positive,  et  ne  renfermant  la  variable  qu'avec  les 
exposants  0, 1,  2,  3. 


n  s'agit  de  voir  quels  sont  les  conséquences  géométriques  qui 
découlent  de  cette  4ème  condition,  un  peu  trop  analytique,  dans  sa 
concision. 

Et  d'abord  les  corps  à  bases  parallèles  (pusqu'il  ne  s'agit  que  de 
ceux-là)  peuvent  être  terminés  latéralement  ou  par  des  surfaces 
planes,  ou  par  une  surface  courbe,  ou  enfin  par  une  combinaison  de 
plans  et  de  surfaces  courbes.  Nous  allons  voir  que  dans  le  premier 
cas,  l'existence  des  3  premières  conditions  entraîne  celle  de  la  4ème  ; 
ce  qui  n'a  pas  toujours  lieu  pour  les  deux  autres  cas. 


I.  Corps  terminés  par  des  plans,  latéralement. 

Tous  les  corps  de  cette  catégorie  ne  sont  pas  cubables  par  la  for- 
mule ;  il  y  a  certaines  limites  :  car  il  faut  que  les  sections  parallèles 
aux  bases  soient  régies  par  tine  loi  constante  :  donc  chacun  des  plans 
latéraiix  doit  conserver  la  même  direction,  d'une  base  à  l'autre  :  en 


BAILLAIROÊ. 


lA 


MULE. 


re  cubés  rigou- 
•ique  Baillairgé, 


2o  qi 
îuses  ) 
Jlèles  et  ëqui- 
«  loi,  de  sorte 
surfaces. 


3  conditions; 
on  à  laquelle 
înne  général, 
être  une  ex- 
le  qu'avec  les 


étriqués  qui 
lue,  dans  sa 

agit  que  de 
es  surfaces 
Wnaison  de 
Je  premier 
'e  la  4ème  ; 


effet  il  est  évident  que  si  un  plan  a  existé  en  vertu  d'une  loi  pendant 
un  certain  temps,  il  continuera  tant  que  la  loi  n'aura  pas  changé. 

Mais  si  chaque  plan  latéral  conserve  d'une  base  à  l'autre  la 
même  direction,  il  s'ensuit  que  les  arêtes  latérales  (non  parallèles 
aux  bases)  doivent  être  des  lignes  droites  allant  d'une  base  à  l'autrç, 
et  non  des  lignes  bnsées.  ^  \ 

Ces  arêtes  peuvent  se  rencontrer  sur  le  périmètre  de  l'une- ou  de 
l'autre  des  bases  et  même  entre  les  bases  ;  mais  dans  ce  derniet  cas, 
il  faut  que  toutes  les  arêtes  latérales  se  coupent  en  un  seul  et  même 
point  (pour  faii-e  2  solides  opposés  au  sommet). — Autrement  toutes 
les  lignes  ne  changeraient  pas  de  signe  en  même  temps,  et  l'^  obtien' 
drait  pour  l'expression  des  superficies,  des  nombres  néyati/s  ;  ce  qui  est 
absurde. 

N.  B.  En  pratique  rien  de  plus  aisé  que  de  vérifier  ces  conditions 
en  s'assurant  1°  si  les  bases  sont  parallèles  ;  2°  si  les  surfaces  laté- 
rales sont  des  plans  ;  3°  si  chaque  arête  est  une  ligne  droite,  d'une 
base  à  l'autre  ;  4°  si,  entre  les  bases,  toutes  les  arêtes  se  coupent  au 
même  point. 


Reste  à  prouver  que  l'expression  des  surfaces  sectionelles  a  la 
forme  convenable. 

n  est  facile  de  voir  que  une  quelconque  des  sections  parallèles 
aux  bases,  sera,  pour  un  solide  unique,  un  polygone  d'un  même 
nombre  de  côtés,  et  ensuite  que  ces  côtés  croissent  ou  décroissent  en 
progression  arithmétique. 

On  doit  admettre  aussi  aisément  la  possibilité  de  décomposer  le 
solide  donné  en  un  certain  nombre  des  solides  élémentaires  suivants  : 
1°  en  pyramides  triangulaires 


2°  en       "  ' 

3°  en  double  —  coins. 


renversées 


Ainsi  la  section  polygonale  du  solide  primitif  se  trouve  remplacée 
par  un  certain  nombre  d'autres  sections  triangulaires  ou  quadrangu- 
laires  :  en  effet  les  sections,  dans  une  pyramide  triangulaire  (non- 
renversée),  sont  des  triangles  décroissants  de  bas  en  haut,  tandis 
qu'ils  sont  croissants  de  bas  en  haut,  si  la  pyramide  est  renversée  ; 
dans  les  double-coins,  ce  sont  des  quadrilatères  dans  lesquels  une 
dimension  est  croissante,  tandis  que  celle  contigue  est  décroissante  : 
de  sorte  que  les  quadrilatères  sont  croissants  pendant  un  certain 
espace,  et  ensuite  décroissants. 


1« 


D^sul;^'8I0^  de  la  pormclc 


Exprimons  ïa-  surface  d'une  section  de  pyramide  triangulaire  en 
fonction  de  la  distance  de  cette  section  à  la  base  supérieure. 

Un  triangle  égale  k  produit  continu  de  deux 
cAtés  contigus  et  de  i  siniis  de  l'angle  compris, 
p  p  ,  sin.  npo 


Sin.  mop  :  a  :  :   sin.  pmo  :  C 


sin.  mop. 

Sin.  mnp  :  a  :  :  Sin.  pnw  :  C  =  ^  "!°-  P™"' 

Bin.  mnp. 

mais  X  =  a  cos.  p. 
donc  a  = 


Donc  S 


COS.  p. 

sin.  npo  x  sin.  pmo  x  ain  pmn     « 
S  siu.  mop  X  sin.  mnp  x  cos  '^  p. 


Pour  toutes  les  autres  sections  parallèles,  dans  cette  pyramide,  les 
angles  et  par  suite  les  sinus  seront  constants,  et  je  puis  représenter  le 
coefficient  de  x^  par  D,  et  j'obtiens 

S=   Dx2 
Comme  on  voit,  la  surface  S  ne  surpasse  pas  le  2d  degré,  et  il  en  serait 
de  même  dans  une  pyramide  renversé  et  dans  un  double-coin — 
Ainsi  leur  somme  ou  la  section  polygonale  du  solide  à  cuber  rentre 
dans  la  formule 

S=Af  Cx  +  Dx^ 
et  la  formule  stéréométrique  donne  exactement  et  d'un  seul  corps  la 
solidité  d'un  tel  corps. 


II.  Corps  terminés  latéralement  par  une  surface  courbe. 

Les  cylindres  n'étant  que  des  prismes  infinitaires  rentrent  dans  la 
même  catégorie,  ainsi  que  les  cônes  qui  sont  des  pyramides  à  base 
circulaire  ;  mais  pour  un  cône  on  le  démontre  aussi  en  coupant  ce 
cône  par  un  plan  diamétral,  i.  e,  passant  par  l'axe  du  cône. 

Ce  plan  diamétral,  par  son  intersection  avec  la  surface  latérale 
du  cône  détermine  deux  lignes  droites  qui  se  coupent  au  sommet  du 
cône  et  que  je  nomme  les  lignes  directrices  ;  voici  pourquoi  :  c'est 
qu'au  lieu  de  se  représenter  le  cône  comme  produit  par  la  révolution 
d'un  triangle  rectangle  sur  un  de  ses  côtés,  je  le  conçois,  suivant 
l'idée  fondamentale  du  théorème  précédent,  engendré  par  la  trace 
d'un  cercle  qui  d'abord  forme  la  base  du  cône,  et  qui  ensuite  s'en 
éloigne  parallèlement  à  lui-même,  en  dinùnuant  à  chaque  instant, 
tandis  que  dans  ce  mouvement  chaque  extrémité  de  son  diamètre 
s'appuyc  sur  une  des  deux  lignes  directrices 


triangulaire  en 
Prieure. 

continu  de  deux 
'angle  compris. 

a- a  ain.  pmo 
«in.  mop. 
=5  a  sin.  pmn. 
8in.  mnp. 
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Or  dans  *uv  cône  les  «  nont  tons  dvn.  études  et  il  e»t  facile  d'expri- 
mer le  rayon  de  ces  <-ercle8  en  fonction  de  la  «listance  du  cercle  au 
sommet  du  cône,  puisque  l'axe  et  une  des  directrices  fonnent  les  deux 
côtés  d'un  angle  qui  seront  coupés  par  le  rayon  de  chaque  cercle. 

Ceci  Indique  la  marche  à  suivre  au  sujet  des  corps  terminés  par 
une  surface  courbe,  dont  les  principaux  sont  la  sphère,  l'ellipsoïde, 
ï'hyperboloïde  et  le  paraboloïde. 

Un  mot  sur  chacun  d'eux. 

Comme  tous  ces  solides  ont  un  axe,  au  lieu  de  m'occuperde  deux 
directrices,  je  n'en  considérerai  qu'une  seule,  car  le  cercle  se  trouve 
.  parfaitement  déterminé  au  centre  par  l'axe  et  à  l'extrémité  du  rayon 
par  une  des  2  directrices. 

1°  La  sphère  est  uu  solide  de  révolution  engendré  par  un  demi- 
cercle  tournant  autour  de  son  diamètre,  lequel  devient  l'axe  de  la 
sphère  ;  d'où  il  suit  que  toutes  les  sections  planes  sont  des  cercles. 

Ici  la  courbe  directrice  est  un  demi-cercle. 

,  2°  Une  demi-ellipse  tournant  autour  du  grand  axe  engendre 
l'ellipsuide  allongé,  et  tournant  autour  du  petit  axe,  l'ellipsoïde 
aplati.  Dans  les  2  cas,  les  sections  perpendiculaires  à  l'axe  de  révo- 
lution sont  des  cercles,  et  la  courbe  directrice  est  une  demi-ellipse. 

3°  L'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  diffère  de  l'ellipsoïde  de  ré- 
volution seulement  en  ce  que  les  sections  perpendiculaires  à  l'axe 
sont  des  ellipses  :  dans  ce  cas  il  faut  deux  demi-ellipses  directrices, 
une  pour  l'extrémité  du  demi-grand  axe  et  une  pour  celle  du  demi- 
petit  axe.  Ces  deux  courbe»  directrices,  qui  se  coupent  à  angle  droit, 
sont  deux  demi-ellipses,  non  identiques,  et  n'ayant  qu'un  seul  axe 
commun  lequel  est  l'axe  même  de  l'ellipsoïde. 

4°  Ce  qui  précède  s'applique  aux  hvperboloides  et  aux  pai.ilx)- 
loïdes. 

Une  demi-hyperbole  tournant  autour  du  premier  axe  (prolongé,)  en- 
gendre une  nappe  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes. 
La  courbe  directrice  est  une  demi-hyperbole. 

Une  hyperbole  tournant  autour  du  2d  axe  engendre  ï'hyperboloïde 
de  révolution  à  une  nappe  —  la  courbe  directrice  est  une  des  deux 
hyperboles  conjuguées. 

Dans  les  deux  cas  les  sections  perpendiculaires  à  l'axe  sont  des 
cercles.  Si  on  remplace  les  cercles  par  des  ellipses  semblables 
entr'elles,  on  obtient  deux  hyperboloïdes  à  3  axes  inégaux,  l'un  à  2 
nappes  et  l'autre  à  1  nappe.  Les  ellipses  ont  pour  directrices  dans 
le  premier  cas  deux  demi-hyperboles  qui  n'ont  d'identique  que  leur 
axe  réel,  et  dans  le  2d  cas,  deux  hyperboles  ayant  eeulem  eut  le  même 
axe  imaginaire. 
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EuHq  unu  Uemi-purabole  toui-naul  autour  de  aon  axe  eugendre  le 
paraboloïde  de  révolution,  dans  lequel  les  sections  perpendiculaires  à 
l'axe  sont  des  cercles,  et  la  courbe  directrice  une  demi-parabole,  tan- 
disque  dans  le  paraboloïde  elliptique,  les  sections  sont  des  ellipses, 
et  les  doux  directrices  deux  demi-paraboles  ayant  leui-  sommet  au 
même  point.  La  formule  stéréométrique  donne  le  volume  exact  de 
tous  ces  corps,  comme  on  va  le  voir. 

Pour  fixer  les  idées,  je  prends  l'ellip- 
soïde à  3  axes  inégaux  A  B  C  D  E  F  ;  l'el- 
lipse E  C  F  D  est  perpendiculaire  a  l'axe 
A  B  ;  on  a  mené  l'ellipse  e  c  f  d  parallèle 
à  E  C  F  D. 

L'ellipsoide  peut  être  supposé  formé  par 
un  nombre  fini  d'ellipses  toutes  traversées, 
dans  leur  centre,  par  l'axe  A  B.  et  ce  sont 
justement  ces  ellipses  qu'il  s'agit  de  carrer 
pour  s'assurer  ai  Pexpression  f^énérale  de 
leur  superficie  reste  dans  les  limites  vou- 
lues ;  e  c  f  d  est  une  de  ces  ellipses. 

Surface  d'uno  ellipse  égale  le  produit 
)j  continu  de    1:1  et  de  ses  2  demi-axes,  i.e 

o  f  ;  il  s'agit  d'exprimer  o  d  et  o  f 


hi 


îT.  r.  r  '  ;  donc  ecfd  =  ;r  xod 
en  fonction  de  o  A  =:  x 

Or  il  est  visible  que  o  d  est  une  ordonnée  (y)  à  l'axe  A  B  dans 
l'ellipse  A  C  B  D  et  of,  une  ordonnée  (z)  à  l'axe  A  B  dans  l'ellipse 
AEBF. 

Les  2  ellipses  directrices  ACBD,  AEBF  ont  un  aise  commun 
AB=a  ;  et  soit  b,  B  le  second  axe  de  ces  2  ellipses. 

En  comptant  les  abscisses  du  sommet  A,  on  a 


(od)2  =  y2 


W  (  2  ax-x  2)  ;  d'où  y  =  ^  V  2ax-x  2 
a  *  a 


(of)^  =z^  =  ?^.  (2ax— x^  )jd'oùz=  ^V  2ax-x2    , 
a  2  a 

Comme  les  valeurs  de  y  et  de  z  sont  2  quantités  irrationnelles 
semblables,  leur  produit  sera  rationel  ;  ainsi  ec/d  ou  toute  ellipse 
parallèle,  aura  pour  surface. 


s=  Tr 


JE  (2  ax-x  '^) 


I.  Pour  un  ellipsoïde  de  révolution,  la  seule  différence  c'est  que 
b  =  B  et  par  suite 

S="n?b2 


a2 


(  2  a  X  —  X  ) 


IL  Pour  la  sphère  a  =  b  =  B  d'où  S  =  iT"  (  2  ax  —  x  **) 
III.  Pour  un  hyperboloïde  à  3  axes  inégaux  et  à  2  nappes,  les 
axes  des  ellipses  parallèles  sont  ordonnées  d'hyperbole  (ordonnées  au 
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2        hH  2 

1er  axe)  ;  or  dans  une  hyperbole  y      — -tô"  ^^  **  '  *    ^'  *"  ''®'*®  ^® 

raisonnement  serait  le  même  que  dans  rollipsoïde  et  on  arriverait  à 

S  =  ;r  X   ^lJ.  (2  ax  +  X  ^) 
a2 

S'il  s'agit  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  il  vaut  mieux  compter  les 
abscisses  à  partir  du  centre,  et  on  trouve  que  S= ;r  x  .r-^  x  (b     +  x    ) 

(N.  B.  Ici  Â  et  a  sont  les  premiers  axes  des  hyperboles) 
IV.  Si  les  deux  hyperboloïdes  précédents  étaient  de  révolution 
b  7=  B  et  A  =  a  et  ainsi 


S=  ffb^  (2  ax  +  I  ^) 
a  2 


S  -  ?r_tt  2  (b  2  ^.  X  2^ 
b2 


px  et 


V.  Dans  une  parabole  l'équation  des  ordonnées  est  y 
pour  le  paraboloïde  elliptique 

S  =  TT  Vpx  X  Vpx  =n'x'^Pp  tandisque  pour  le  paraboloïde 
de  révolution  S  =  tt.  p.  x 

VI.  Si  les  solides  précédents  étaient  tronqués  par  des  plans  per- 
pendiculaires à  l'axe,  il  y  aurait  tout  au  plus  à  remplacer  dans  les 
expressions  dés  S,  (x  par  x  +  une  quantité  constante,)  et  le  degi'éde 
l'expression  ne  dépasserait  pas  deiuc. 

VII.  Si  c'était  pai*  des  plans  également  inclinés  sur  l'axe,  il  y 

aurait  un  léger  changement  dans  les  facteurs  constants  venant  de  ce 
que  les  axes  des  ellipses  parallèles  seraient  non  plus  des  ordonnées 

aux  axes  mais  bien  des  ordonnées  aux  diamètres.  Comme  dans  la  pa- 
rabole, l'ellipse  et  l'hyperbole,  l'équation  aux  diamètres  est  tout-à- 
fait  semblable  à  celle  aux  axes,  on  peut  conclure  immédiatement  que 
même  les  troncs  à  bases  également  obliques  à  l'axes  peuvent  être 
cubés  par  la  formule. 

Si  je  vouliiis  m'assurer,  dans  un  cas  pratique,  qu'un  corps  sup- 
posé être  un  ellipsoïde  tronqué,  en  est  un  véritable,  et  peut  être  cubé 
par  la  formule,  la  première  chose  à  faire  serait  de  le  compléter  par  la 
pensée. 

Pour  que  le  solide  ainsi  complété  puisse  être  cubé  exactement,  il 
faudra  nécessairement  que  les  2  directrices  à  angle  droit,  ainsi  prolon- 
gées, soient  2  courbes  de  même  espèce  ;  i-e,  2  demi-circonférences,  une 
deùii-circonférence  et  une  demi-ellipse,  2  demi-ellipses,  2  demi-hyper- 
boles, ou  enfin  2  demi-paraboles  :  car  si  l'un  était  une  demi-hyperbole 
et  l'autre  une  demi-parabole,  les  2  quantités  r,  r'  ne  seraient  plus  2 
radicaux  semblables,  et  leur  produit  r  r'  resterait  irrationnel. 

Mais  il  ne  suffit  pas  que  ce  soit  2  courbes  de  même  espèce  ;  il 
faut  encore  que  l'axe  des  2  directrices  prolongées  coïncide  avec  celui 
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du  Holide  :  hIdoq  le  corps  ue  saurait  être  cubé  exactement  par  la  for- 
mule Btéréométriquc.    £q  etlet  en  se  reportant  à  la  démonstration 
ci-dessus,  r  et  r'  se  composeraient  de  2  termes,  l'un  irrationnel  et 
l'autre  radical,  de  sorte  que  lo  produit  rr'  demeurerait  irrationnel. 
Il  y  a  cependant  une  exception,  quand  r  et  r'  sont  l'un  la  somme 

et  l'autre  la  difi'érence  des  deux  mêmes  quantités  :  car  ou  vertu  du 

2  2 

principe  (a  f  b)(a  — b)  =  a       -    b    ,  le  produit   r  r'  deviendrait 

certainement  raliaii  iiel. 

On  peut  Me  convaincre  aussi  qu'un  corps  dont  les  2  directrices 
seraient  par  exemple  2  demi-circonférences,  ayant  leur  convexité 
tournée  vers  l'axe  du  corps  ne  pourrait  être  cubé  exactement  par  la 
formule  :  car,  pour  cette  hypothèse,  il  faudrait  changer,  dans  la  dé- 
monstration ci-dessus,  les  x  en  y  et  les  y  en  x,  ce  qui  donnerait  pour 
valeur  de  c,  un  radical. 

Tout  revient  donc  à  dire  1°  que  les  deux  directrices  à  angle 
droit  doivent  être  des  courbes  de  même  espèces,  lesquelles  complétées, 
s'il  le  faut,  aient  leur  sommets  au  même  point  ;  2°  que  l'axe  de  ces  2 
c(mrbes  coïncide  avec  l'axe  du  solide. 

Entre  parenthèse,  pour  le  cas  exceptionnel  de  tout  à  l'heure,  il 
faut  1°  que  les  directrîces  soient  deux  arcs  identiques  et  2°  que  les 
axes  de  ces  arcs  soient  placés  à  la  même  distance  de  l'axe  du  solide, 
l'un  en  deya  et  l'autre  au-delà,  par  rapport  aux  directrices. 

U  est  aisé  de  conclure  que,  en  pratique,  à  moins  de  savoir  d'a- 
vance qu'on  a  à  cuber  v.  g.  une  sphère,  un  ellipsoïde,  ou  des  troncs 
de  ces  coi-ps,  il  serait  extrêmement  long  et  difficile   de  constater 

1°  l'espèce  de  courbe  à  laquelle  appartiennent  les  2  directrices  et 

2°  la  position  de  leur  axe. 

Ainsi  il  est  beaucoup  plus  simple  de  supposer  le  corps  à  cuber 
partagé  en  un  certain  nombre  de  tranches  de  manière  que  le  côté 
courbe  soit  sensiblement  une  ligne  droite.  Ces  tranches,  à  la  ma- 
nière des  c^nes  tronqués,  se  cuberont  très  promptement  par  la  for- 
mule stéréométrique. 

C'est  d'ailleurs  la  seule  ressource  pour  tous  les  olides  que  la 
formule  stéréométrique  ne  pourrait  pas  cuber  d'un  seul  coup.  La 
même  remarque  s'applique  a  fortiori  aux  solides  terminés  latérale- 
ment, partie  par  des  plans,  et  partie  par  une  surface  courbe. 

De  ce  que,  en  pratique,  la  formule  stéréométrique  ne  peut  pas 
donner,  d'un  seul  coup,  le  volume  exact  de  certains  corps,  il  ne  fau- 
drait pas  en  tirer  un  argument  contre  cette  formule  j  et  cela  pour  la 
raison  bien  simple,  que,  dans  ces  cas,  le  toisé  du  corps  en  bloc  est  im- 
possible. Et  si  dans  quelques  aas  excessivement  rares,  il  existe 
certaines  foi-mules  très  compliquées,  pratiquement  elles  donneront  un 
résultat  moins  exact  que  la  formule  sléréométrique. 
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Jusqu'il  préflfnt,  m  ortain  noi  hro  de  corps  se  faisnirnt  par  des 
forinul«!B  faoiloH  ;  d'autreH  se  taimiltnt  par  des  formules  très  compli- 
qué» ;  pour  d'autres  enflii,  il  fallait  les  partager  mentalement  en 
diil'érent^'H  partiefl,  ou  bien  ou  en  était  réduit  à  des  approximations, 
or  la  formule  stéréométrique  s'applique  avec  avantage  dans  tous  ces 
caH. 

1°  Elle  est  ausHi  facile  h  appliquer  que  l'une  quelconque  des  an- 
eiennes  fonnules. 

2°  Elle  est  d'une  application  beaucoup  plus  simple  qu'une  foule 
d'autres. 

3  "  Elle  peut  lutter  très  avantagousement  avec  toutes  les  autres 
par  sa  grande  exactitude,  suivant  les  cas  :  la  démonstration  et  la 
discussion  précédentes  ayant  pour  but  de  montrer  les  conditions  dans 
lesquelles  le  résultat  est  rigoureusement  exact  afin  de  mieux  indi- 
quer la  route  à  suivre  pour  résoudre  certaiofi  problème  d'une  manière 
satisfaisante. 
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